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1. PROBLEMSTELLUNG UND FORMULIERUNG DER ERGEBNISSE 
Sei K ein totalreeller kubischer Zahlkiirper und EK die Gruppe der Ein- 
heiten E E K mit J$,o(c) = + 1; dann ist <-l} x EK die volle Einheiten- 
gruppe von K, EK ist eine freie abelsche Gruppe vom Rang 2, und es ent- 
steht die Aufgabe, eine Z-Basis von EK durch metrische Extremaleigenschaften 
zu kennzeichnen und zu berechnen. 
Fiir E E IP seien CX, /3, y E R die Konjugierten von E und 
ist 1, U, ZI eine Ganzheitsbasis von K und E = x + yu + zu mit X, y, z E Z, 
so ist S(E) eine ganzzahlige bintire positiv definite quadratische Form in y, z, 
deren sukzessive Minima leicht berechnet werden kiinnen. 
Godwin [2] schlug zur Berechnung einer Basis von EK folgenden Algorith- 
mus vor: 
A. Man bestimme l 1 E E,\(l), so daB S(E~ minimal wird. 
B. Man bestimme Q. E EK\{eIn j n E Z}, so da13 S(EZ) minimal wird. 
Vermutung. Bestimmt man l 1 , cp E EK gemal. A. und B., und ist S(E~ > 9, 
so ist l 1 , Ed eine Z-Basis von EK . 
In der vorliegenden Note sollen die beiden folgenden SZitze bewiesen 
werden, welche obige Vermutung “fast” bestatigen: 
SATZ 1. Seien e1 , Ed E EK gem@ A. und B. konstruiert, und sei r = (EK: 
(q , es)) der Index der von E 1 , l 2 erzeugten Untergruppe von EK . Dann gilt: 
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(a) r < 4. 
(b) Genau dann ist r = 4, wenn es ein q, E EK gibt mit 
Eo4 = -1 ElE2 7 S(EO) < g S(E1) . s(t;'))1'4; 
im Falle S(Q) > 364 ist stets r < 3. 
(c) Genau dann ist r = 3, wenn es ein e0 E EK gibt mit 
co3 
-1 
= ElE2 I S(EO) < 3 . {S(Q) . s(E;y 
(d) Genau dann ist r = 2, wenn es ein q, E EK gibt mit 
CO 2 = qc2 , s(eO) < {~~S(E~)S(E~))~/~, 
aber r # 4 ist. 
SATZ 2. Sei K zyklisch mit Fiihrer f, (T ein erzeugender Automorphismus 
von K/Q, E E EK gema! A. konstruiert und r = (EK: (E, EO)). Dann gilt: 
(a) Ist f > 9, so ist r = 1 oder r = 3. 
(b) Genau dann ist r = 3, wenn es ein e. E EK gibt mit E = et-” und 
S(6,) < 3S(E). 
(c) Im Falle f = 7 gibt es ein E E EK derart, daJ die 4 paarweise nicht- 
konjugierten Einheiten E, E-I, e2 und E--I+ alle den minimalen S- Wert 7 an- 
nehmen. 
(d) Im Falle f = 9 gibt es ein E E EK derart, da# die 3 paarweise nicht- 
konjugierten Einheiten E, E-I und l 2 alle den minimalen S- Wert 9 annehmen. 
2. BEWEISE 
LEMMA 1. Sei E E EK und 8 - ae2 + bc - 1 = 0 (a, b E Z). Dunn gilt: 
(a) S(E) = a2 - 3b; 
(b) b < a2/4; 
(c) im Falle a < 3 ist b ( a2/4; 
(d) aus S(E) < C (mit C E R,) folgt a2 < 4C und (a2 - C)/3 < b < C; 
insbesondere gibt es nur endlich viele totalreelle kubische Einheiten E mit 
S(r) < c. 
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Beweis. (a) ist klar. 
(b) Wir nehmen an, es sei b > a2/4, also b > (a2 + 3)/4 und betrachten 
die kubische Parabel 
D(a, y) = a”y” + 18uy - 4a3 - 4y3 - 27; 
diese ist monoton fallend 
fur alle y, falls -6 < a < 0, 
fur y > /Z(U) = &(a” + (a” + 216~~)r/~) sonst. 
O(a, b) ist die Diskriminante des Polynoms X3 - ax2 + bX - 1, also folgt 
o(a, b) > 0. 1st -6 < a < 0, so folgt aus b > (a2 + 3)/4 und der Mono- 
tonie von o(u, y) der Widerspruch o(u, b) < D(u, (a2 + 3)/4) d 0. Im 
Falle a 4 (-6, -5,..., 0} ergibt sich derselbe Widerspruch: 1st namlich 
a # 1, 2, so ist (a2 + 3)/4 > h(u); im Falle a = 1 ist h(l) = 1.31..., 
D(1,1)<OundD(1,2)<O,alsoauchD(1,b)<Ofiiralleb3(a2+3)/4= 
1; im Falle a = 2 ist h(2) = 2.09..., O(2, 2) -=c 0 und O(2, 3) < 0, also such 
D(2, b) -=c 0 fur alle b 3 (a2 + 3)/4 = 7/4. 
(c) Die Behauptung folgt aus (b) und D(u, (~~14)) = a3/2 - 27 < 0, 
falls a < 3. 
(d) Nach (a) und (b) ist einerseits 
C 3 S(E) = a2 - 3b > a2 - y = : , 
anderseits aber such 
C > S(E) = u2 - 3b 3 4b - 36 = b = 
u2 - S(E) > a2 - C 
3 , ___, Q.E.D. 
3 
LEMMA 2. Seien E, Ed , l 2 E EK . Dann gilt: 
(a) S(E-l) < So 
(b) AZLS S(E) > 19folgt S(c2) S @So 
(c) S(3) < y&qq 
(d) Fik q = 2, 3 gilt S(@) > +S(+ 
(e) Aus S(E) > 34 und n 2 2 folgt 
S(E) G y& * S(E)fi < S(e) < 3 * (3” * S(E)n. 
(f> SC%E2) -=c 3S(EI) * S(E2) 
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Beweis. Seien a, b E h mit 8 - aG + bc - 1 = 0. 
(a) ist aquivalent zu b2 - 3a < a4 - 6a2b + 9b2, und wir nehmen an, 
es sei 
also 
b2 - 3a > a4 - 6a2b + 9b2, 
b2 - i a2b + s . 
a4 + 3a ( o . 
Dann folgt aber a4 - 24a > 0 und b E (b, , b-) mit 
bi = #a2 f + . (a4 - 24a)1/2, 
also insbesondere a # 1, 2 und 
mit s = (a” - 24a)lj2 - a2. Im Falle a > 0 ist s < 0, und es folgt a2/4 < b 
im Widerspruch zu Lemma l(b). Im Falle a < 0 hat man mit Lemma l(c) 
a2 --- 
4 ;<b<$ 
was im Falle 0 ,< s < 2 einen Widerspruch ergibt. 1st aber s > 2, so ist 
notwendig a = -3, s = 3, b = 2, oder a = - 1, s = 4, b = 0, was wegen 
D( -3, 2) < 0 bzw. D(- 1, 0) < 0 zum Widerspruch fiihrt. 
(b) Wir nehmen an, es sei S(E~) > $$-S(E)~ und erhalten mit denselben 
Methoden wie in (a), dal3 dann einer der folgenden drei Falle vorliegt: 
a = 5, b = 6, S(E) == 7; 
a = 6, b= 7, S(E)-15; . 
a = 6, b = 8, S(E) = 12; 
a = 7, b = IO, S(E) = 19. 
(c) und (d) beweist man analog; diese Behauptungen finden sich such 
schon in [2]. 
Fur den Beweis von (e) und (f) siehe [2]. 
Beweis van Satz 1 im Falle S(Q) > 34, S(E~) > 41. In diesem Falle sind 
e1 und l 2 nach Lemma 2(e) keine Potenzen; ist nun r > 2, so gibt es ein 
7 E EK derart, da13 
Tf = ElQ2S 
mit 1 < q < r/2, (r, q) = 1 und s = +I. 
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Fall 1: r = 2. Dann gibt es ein q, E EK mit l O2 = E~E~ , und man erhnlt 
Fal12: r>3,s=l. Ausq*=q*~~folgt 
S(E2Y < S(q)' < F - S(ElQC2) < y . 3 0” . qE2)Q-t1, 
wegen q < (r - 1)/2 gilt 
3 (r-1)/2 
qE2y-w < y . 3 . (J , 
und daraus folgt im Falle r 2 8 
S(E2) < ; . ($L)2’(r-1) < ; . (q)2” < 39 
im Widerspruch zu S(E~) > 41. Im Falle r < 7 ist q < 3, und wir behandeln 
nun nacheinander die Fllle q = 1, 2 und 3. 
Istq=l,soistimFaller=3 
S(d3 < S(q>3 < 9S(qe2) < 27S(eJ2, 
woraus S(E~) < 27 folgt; ist r > 4, so folgt 
also 
S(E2) < (q)‘“‘-“’ < ($)l’a < 20. 
1st q = 2, so ist r > 5, und aus 7’ = l l2e2 folgt 
also 
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1st q = 3, so ist r 3 7, und aus qr = E~%~ folgt 
also 
S(E2) < (7 15yr--P) < (q . $)l’3 < 32. -49 
Fall 3: r 3 3, s = - 1. Aus r)’ = Q~E;’ folgt 
Sei nun zunachst r 3 7 und q < (r - 3)/2; dann folgt 
3~2 3 (T-3)/2 
S(E2)(r--1)/2 < yj- * 3 . (3) ) 
also 
S(E2) < Q . 3(3r+3)/(r--1) < 4 . 34 < 41. 
1st r 2 7 und q = (r - 2)/2 = r/2 - 1, so setzen wir +j = q-2~~) erhalten 
;iT12 = elc2 und fiihren das wie in Fall 2 zum Widerspruch. 1st r 3 5 und 
q = (r - 1)/2, so setzen wir wieder +j = T-~E~ und erhalten +j’ = ELECT, 
woraus 
S(E2)’ d SW < 2 3’+2 . g . qE2)3, 
also 
S(c2) < (5 . ?!.)1’(r-3) < ($ . Z&)l” < 42 
folgt. Es bleiben nun noch die FIlle r = 3,4, 5 und 6 mit q = 1 zu behandeln. 
Im Falle r = 3 ist 73 = E~E$, also 
und mit 4 = -q folgt die Behauptung (c) des Satzes. Im Falle r = 4 ist 
74 = ~e;l, also 
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und daraus folgt die Behauptung (d) des Satzes. Im Falle r 2 5 folgt 
also 
S(E2) < (qy3) < ($,“” < 34, Q.E.D. 
Beweis von Satz 2 im Falle S(E) > 41. Wegen S(@) = S(6) ist Satz 1 auf 
das Paar E, EO anwendbar und man erhalt r < 4. Nach [3] ist EK isomorph zu 
Z[p] mit p = (- 1 + (-3)112)/2 vermiige r]o = 70, und (E, E”) ist als o-invari- 
ante Untergruppe von EK isomorph zu einem Untermodul von Z[p] vom 
Index r < 4, woraus entweder r = 1 oder 
oder 
r = 3, (r, EO) g (1 - p) * Z[p] 
r = 4, (E, EO) g 2Z[p] 
folgt. Im Falle r = 4 ist -& = co2 mit q, E EK , was wegen S(E) > 41 nicht 
geht. Im Falle r = 3 ist fe = E~-O mit q, E EK , und aus EF = E;(~-~)’ = l -r 
folgt 
So < 9S($‘) < 27S(c)’ , 
also S(E& < US, Q.E.D. 
Beweis der Siitze 1 und 2, falls S(EJ < 34 oder S(E~) < 41. Nach Lemma l(d) 
gibt es nur endlich viele totalreelle kubische Einheiten E mit S(E) < 41, die 
wir folgendermal3en finden2: Zu jedem a E Z mit 1 a 1 < 12 bestimmen wir 
samtliche b E Z mit den Eigenschaften: 
(1) (a2 - 41)/3 ,( b < 41 
(2) a # b und a + b # -2 
(3) D(a, b) = a2b2 + 18ab - 4a3 - 4b3 - 27 > 0 
Die Nullstelle E des irreduziblen Polynoms 
x3 -aX2+bX- 1 
ist eine totalreelle kubische Einheit mit S(E) < 41, und jede solche bekommt 
man auf diese Weise. Die so bestimmten K&per Q(C) zerfallen in 2 Klassen: 
(I) K&per mit 34 < S(E~) < S(c2) < 41 (5 K&per) 
(II) Korper mit S(EJ < 34 (72 K&per). 
* Herm H. Fiissel danken wir fiir die Durchfiihrung der Rechnungen. 
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Von diesen Kiirpern sind 5 zyklisch, namlich die K&-per mit den Fiihrern 
f = 7,9, 13, 19, 37. Der Rest des Beweises von Satz 2 kann daher unmittelbar 
der Tabelle 1 von [3] entnommen werden. 
Fur die 68 nichtzyklischen K&per der Klasse II bestimmt man mit dem 
von Godwin angegebenen Verfahren die Einheiten Ed und berechnet dann 
fur die 72 nichtzyklischen K&per beider Klassen den Index (EK:(el, Q)) 
aus der ubergangsmatrix zwischen {C 1 , .+> und einem der Tabelle von 
I. 0. Angel1 [l] entnommenen Grundeinheitensystem von K; in allen Fallen 
ergibt sich der Index 1. 
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